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作业 1 广义相对论

Exercise 1:

已知：Aµ(x) 和 Bµ(x) 是两个光滑的逆变矢量场。
需证：其对易子 [A,B]µ ≡ Aν∂νBµ − Bν∂νAµ 满足线性性和莱布尼兹律，且在坐标变

换下符合逆变矢量的变换规律，从而证明对易子也是一个逆变矢量场。

证明如下：

将对易子 [A,B]µ 作用于任意函数 f,g 上, 对流形上的每一点都有
线性性：

[A,B](αf +βg) = A[B(αf +βg)]−B[A(αf +βg)]
= α[A,B](f)+β[A,B](g)

(1)

莱布尼兹律：

[A,B](fg) = Aν∂ν
[
Bµ∂µ(fg)

]
−Bν∂ν

[
Aµ∂µ(fg)

]
= fAν∂ν(Bµ∂µg)+gAν∂ν(Bµ∂µf)−fBν∂ν(Aµ∂µg)−gBν∂ν(Aµ∂µf)
= f [A,B](g)+g[A,B](f)

(2)

逆变矢量场在坐标变换下的规律是

Aµ −→ A′µ = ∂x′µ

∂xν
Aν (3)

而对易子在坐标变换下变为

[A,B]′µ = A′ν∂′
νB′µ −B′ν∂′

νA′µ

= ∂x′ν

∂xσ
Aσ ∂xρ

∂x′ν
∂

∂xρ
(∂x′µ

∂xα
Bα)− ∂x′ν

∂xσ
Bσ ∂xρ

∂x′ν
∂

∂xρ
(∂x′µ

∂xα
Aα)

= δρ
σ[∂x′µ

∂xα
(Aσ∂ρBα −Bσ∂ρAα)+ ∂2x′µ

∂xρ∂xα
(AσBα −BσAα)]

= ∂x′µ

∂xα
(Aρ∂ρBα −Bρ∂ρAα)

= ∂x′µ

∂xα
[A,B]α

(4)

故逆变矢量场的对易子也是一个逆变矢量场。

Exercise 2:

(a)
已知：对任意矢量场 V µ 可令 Sµν = V µV ν。

需证：Sµν 关于 µν 指标对称。

证明如下：

S(µν) = 1
2
(
Sµν +Sµµ)= 1

2
(
V µV ν +V νV µ)= 1

2
×2×V µV ν = V µV ν = Sµν (5)

(b)
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作业 1 广义相对论

需证：Tµν 是反对称张量是对任意矢量 V µ 都有 TµνV µV ν 的充分必要条件。

证明如下：

充分性——由于 Tµν 是反对称的，V µV ν 是对称的，所以对任意矢量 V µ

TµνV µV ν = T[µν]V
(µV ν) = 0 (6)

必要性——根据对称指标的传递性

TµνV µV ν = TµV (µV ν) = T(µν)V
µV ν = 0 (7)

对任意矢量 V µ 都成立，所以 T(µν) = 0, 即 Tµν = T[µν].

Exercise 3:

已知：类空曲线 C(t) 在某坐标下的参数式为 xµ(t)，线上两点 p = C(t1), q = C(t2) 之
间的线长为

l =
∫ t2

t1

√
gµν

dxµ

dt

dxν

dt
dt

求出：极值曲线所满足的方程。

解答如下：

δl = 0 =
∫ t2

t1
δ
[
gµνdxµdxν] 1

2 = 1
2

∫ t2

t1

(
gµνdxµdxν)− 1

2 δ
(
gµνdxµdxν)

= 1
2

∫ 1
dl

δ

[
gµν

dxµ

dt

dxν

dt
(dt)2

]
= 1

2

∫
dt

dt

dl
δ

(
gµν

dxµ

dt

dxν

dt

)

= 1
2

∫
dt

dt

dl

[
2gµν

dxµ

dt

dδxν

dt
+ δgµν

dxµ

dt

dxν

dt

]

≃ 1
2

∫
dt

dt

dl

{
2 d

dt

[
gµν

dxµ

dt

dδxν

dt

]
−2 d

dt

(
gµν

dxµ

dt

)
δxν + ∂gµν

∂xρ
δxρ dxµ

dt

dxν

dt

}

= 1
2

∫
dt

dt

dl

[
−2

(
gµν

d2xµ

dt2 + dgµν

dt

dxµ

dt

)
δxν + ∂gµν

∂xρ
δxρ dxµ

dt

dxν

dt

]

= 1
2

∫
dt

dt

dl

[
−2

(
gµν

d2xµ

dt2 + ∂gµν

∂xρ

dxρ

dt

dxµ

dt

)
δxν + ∂gµν

∂xρ
δxρ dxµ

dt

dxν

dt

]

= −
∫

dt
dt

dl

[
gµρ

d2xµ

dt2 + ∂gµρ

∂xν

dxν

dt

dxµ

dt
− 1

2
∂gµν

∂xρ

dxµ

dt

dxν

dt

]
δxρ

= −
∫

dt
dt

dl

[
gµρ

d2xµ

dt2 + 1
2

(
∂gνρ

∂xµ
+ ∂gµρ

∂xν
− ∂gµν

∂xρ

)
dxµ

dt

dxν

dt

]
δxρ

(8)

同乘 gρσ，由 δxρ 的任意性，得到粒子的运动方程

d2xσ

dt2 + 1
2

gρσ

(
∂gνρ

∂xµ
+ ∂gµρ

∂xν
− ∂gµν

∂xρ

)
dxµ

dt

dxν

dt
= 0 (9)

即极值曲线所满足的方程为测地线方程。
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作业 1 广义相对论

Exercise 4:

已知：二维欧氏空间度规为 ds2 = dx2 +dy2，有标量场 f(x,y).
计算：d∗df，其中 d 为外微分，∗ 为 Hodge star 对偶。
解答如下：

1 形式
df = ∇µf = ∂µf dxµ = ∂f

∂x
dx+ ∂f

∂y
dy (10)

作用 Hodge star 对偶后还是一个 1 形式

(∗df)a = (df)bεba (11)

代入二维欧氏空间的体元 ε12 = −ε21 = 1, ε11 = ε22 = 0

∗df = −∂f

∂y
dx+ ∂f

∂x
dy (12)

根据梁书 (5-1-13) 对 1 形式求外微分 d(Xdx+Y dy) = ( ∂Y
∂X − ∂X

∂y )dx∧dy，可以得到

d∗df =
(

∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2

)
dx∧dy (13)

即在二维欧氏空间中对标量场 f 求拉普拉斯算子的作用。

Exercise 5:

需证：对于 1 形式场 ωa 李导数和外微分的作用可交换，即 Lv ◦d = d◦Lv.
证明如下：

1 形式场 ωa = ωµ(dxµ)a 是对偶矢量场，其与任意一个矢量场 V a = V µ( ∂
∂xµ )a 的缩并

是一个标量，求外微分：

d[ω(V )] = d(ωµV µ) = ∂ν(ωµV µ)dxν = (V µ∂νωµ +ωµ∂νV µ)dxν (14)

(dω)µν = ∂µων −∂νωµ 作为一个 2 形式场，与矢量场 V 做内积
(
ιV ω

)
ν = V µωµν 得到一个 1

形式场

(dω)(V ) = (V µ∂µων −V µ∂νωµ)dxν (15)

另有 1 形式场的李导数即是对偶矢量场的李导数

LV ωµ = V ν∂νωµ +ων∂µV ν = [(dω)(V )+(dω)(V )]µ (16)

即嘉当公式在 1 形式场的层面上成立。进一步有

d◦LV (ω) = d2[ω(V )]+d[(dω)(V )] (17)

3



作业 1 广义相对论

LV ◦d(ω) = d[(dω)(V )]+ (d2ω)(V ) (18)

利用外导数的幂零性 d2 = 0，最终证得对 1 形式场 ω，有

d◦LV (ω) = LV ◦d(ω) (19)
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作业 2 广义相对论

Exercise 1:

已知：联络在不同坐标系的变换关系

Γ̃τ
lk(x̃) = ∂x̃τ

∂xρ

∂xµ

∂x̃l

∂xσ

∂x̃k
Γρ

µσ(x)+ ∂x̃τ

∂xρ

∂2xρ

∂x̃k∂x̃l
(1)

需证：对任意协变矢量场 Bµ 的协变导数

∇λBµ ≡ ∂λBµ −Γσ
µλBσ (2)

满足张量变换律，从而是一个 (0,2) 型张量。
证明如下：

协变矢量场在不同坐标系的变换规律有

B̃µ = ∂xρ

∂x̃µ
Bρ (3)

其普通导数

∂

∂x̃λ
B̃µ = ∂xσ

∂x̃λ

∂

∂xσ

(
∂xρ

∂x̃µ
Bρ

)
= ∂xσ

∂x̃λ

∂xρ

∂x̃µ

∂Bρ

∂xσ
+ ∂xσ

∂x̃λ

∂2xρ

∂xσ∂x̃µ
Bρ (4)

第二项的变换规律为

Γ̃σ
µλ(x̃)B̃σ(x̃) =

(
∂x̃σ

∂xβ

∂xρ

∂x̃µ

∂xν

∂x̃λ
Γβ

ρν + ∂x̃σ

∂xρ

∂2xρ

∂x̃µx̃λ

)
∂xα

∂x̃σ
Bα (5)

由此协变矢量场的协变导数在坐标变换下的变换规律为

∇̃λB̃µ = ∂xσ

∂x̃λ

∂xρ

∂x̃µ
∂σBρ − δα

β

∂xρ

∂x̃µ

∂xσ

∂x̃λ
Γβ

ρσBα + ∂xσ

∂x̃λ

∂2xρ

∂xσ∂x̃µ
Bρ − δα

ρ

∂2xρ

∂x̃µ∂x̃λ
Bα

= ∂xσ

∂x̃λ

∂xρ

∂x̃µ

(
∂σBρ −Γβ

ρσBβ

)
= ∂xσ

∂x̃λ

∂xρ

∂x̃µ
∇σBρ

(6)

故 ∇λBµ 是一个 (0,2) 型张量。

Exercise 2:

(a)
已知：测地线 γ(t) 上的切矢为 ta

需证：测地线重参数化为 ˜γ(t) 的切矢 t̃a 满足

t̃b∇bt̃
a = αt̃a (7)

其中 α 为 γ(t) 上的某函数。
证明如下：
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作业 2 广义相对论

测地线切矢满足自平行条件

tb∇bt
a = 0 (8)

重参数化后的切矢与原参数表示的切矢关系为

t̃a ≡
(
∂

∂t̃

)a

= dt

dt̃

(
∂

∂t

)a

= dt

dt̃
ta (9)

即 ta = t̃a dt̃
dt。代入自平行条件：

0 =
(
t̃b
dt̃

dt

)
∇b

(
t̃a
dt̃

dt

)

=
(
dt̃

dt

)2
t̃b∇bt̃

a + t̃a
(
dt̃

dt

)
t̃b∇b

dt̃

dt

=
(
dt̃

dt

)2
t̃b∇bt̃

a + t̃a
(
dt̃

dt

)
d

dt̃

(
dt̃

dt

)

=
(
dt̃

dt

)2
t̃b∇bt̃

a + t̃a
d2t̃

dt2

(10)

即

t̃a∇at̃
b = −

(
dt

dt̃

)2(
d2t̃

dt2

)
t̃b (11)

其中 α≡ −
(

dt
dt̃

)2 (d2 t̃
dt2

)
。证毕。

(b)
需证：非类光测地线的线长参数必为仿射参数。

证明如下：先证以仿射参数为参数的测地线切矢长度沿测地线为常数，即

ta∇a

(
gbct

btc
)

= tatbtc∇agbc +gbct
cta∇at

b +gbct
bta∇at

c (12)

根据协变导数与度规的适配性 ∇agbc = 0 和仿射参数下的测地线切矢所满足的自平行条件
ta∇at

b = 0，上式为零，说明切矢长度 | T |≡ gbct
btc 沿测地线不变。线长 l 与仿射参数 t 之

间的关系由梁书 (2-5-2) 给出
dl =| T | dt (13)

t 为仿射参数。根据梁书定理 3-3-3，线长 l 与 t 线性关联，故线长参数也是仿射参数。

Exercise 3:

已知：背景时空是无挠的，Tµ
νλ ≡ Γµ

νλ −Γµ
λν = 0

(a)
需证：Rµνκλ = −Rνµκλ

证明如下：
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作业 2 广义相对论

克里斯托菲符号表示为

Γρ
µλ = 1

2
gρτ

(
gµτ,λ +gλτ,µ −gµλ,τ

)
(14)

黎曼曲率张量定义为

Rν
µκλ ≡ ∂kΓν

µλ −∂λΓν
µκ +Γν

σκΓσ
µλ −Γν

σλΓσ
µκ (15)

因而有

Rνµκλ = gνρR
ρ
µκλ = gνρ∂κΓρ

µλ −gνρ∂λΓρ
µκ +gνρΓν

σκΓσ
µλ −gνρΓν

σλΓσ
µκ

在局域惯性系下============= gνρ∂κΓρ
µλ −gνρ∂λΓρ

µκ

= gνρ[1
2
gρτ

,κ

(
gτµ,λ +gτλ,µ −gµλ,τ

)
+ 1

2
gρτ

(
gµτ,λκ +gλτ,µκ −gµλ,τκ

)
− 1

2
gρτ

,λ

(
gµτ,κ +gκτ,µ −gµκ,τ

)
− 1

2
gρτ

(
gµτ,κλ +gκτ,µλ −gµκ,τλ

)
]

= −gνρ,κΓρ
µλ +gvρ,λΓρ

µκ + 1
2
(
gνλ,µκ +gµκ,νλ −gµλ,νκ −gνκ,µλ

)
在局域惯性系下============= 1

2
(
gνλ,µκ +gµκ,νλ −gµλ,νκ −gνκ,µλ

)

(16)

交换 µν 指标，得到

Rµνκλ
在局域惯性系下============= 1

2
(
gµλ,νκ +gνκ,µλ −gνλ,µκ −gµκ,νλ

)
(17)

可知在局域惯性系下 Rνµκλ = −Rµνκλ。张量等式在一个坐标系下成立，就在所有坐标系下

成立，所以

Rµνκλ = −Rνµκλ (18)

对所有坐标系都成立。

(b)
需证：Rν

[µκλ] = 0
证明如下：

Rν
[µkλ] = 1

6
(
Rν

µκλ +Rν
λµκ +Rν

κλµ −Rν
µλκ −Rν

κµλ −Rν
λκµ

)
(19)

利用

Rν
µκλ +Rν

λµκ +Rν
κλµ
在局域惯性系下============= Γν

µλ,κ −Γν
µκ,λ +Γν

κµ,λ −Γν
κλ,µ +Γν

λκ,µ −Γν
λµ,κ = 0

(20)
交换指标后可以得证。

(c)
需证：∇µ∇κξλ =Rν

µκλξν，其中 ξν 为 Killing 矢量场。
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证明如下：

对任意的协变矢量场，黎曼曲率张量的作用定义为

(
∇µ∇k −∇k∇µ

)
ξλ = −Rν

λµκξν (21)

此处 ξν 是一个 Killing 矢量场，满足 Killing 方程

∇νξλ = −∇λξν (22)

代入定义式后对 µ,κ,µ 三个指标进行轮换：

∇µ∇κξλ +∇κ∇λξµ = −Rν
λµκξν

∇λ∇µξκ +∇µ∇κξλ = −Rν
κλµξν

∇κ∇λξµ +∇λ∇µξκ = −Rν
µκλξν

(23)

第一式加第二式减第三式，再利用 Ricci 恒等式 Rν
µκλ +Rν

λµκ +Rν
κλµ = 0，可以得到

2∇µ∇kξλ =
(
−Rν

λµκ −Rν
κλµ +Rν

µκλ

)
ξν = 2Rν

µκλξν (24)

即

∇µ∇kξλ =Rν
µκλξν (25)

得证。

Exercise 4:

已知：二维球面度规为 ds2 = dθ2 +sin2 θdϕ2。

计算：这个度规的克氏符 Γρ
µν、黎曼曲率张量 Rµ

νλρ、里奇张量 Rµν 和曲率标量 R。

计算如下：度规的非零分量有

gθθ = 1, gϕϕ = sin2 θ (26)

给出克氏符

Γν
µλ = 1

2
gνκ

(
gµκ,λ +gλκ,µ −gµλ,κ

)
(27)

非零分量有

Γϕ
ϕθ = Γϕ

θϕ = cotθ, Γθ
ϕϕ = −sinθ cosθ (28)

给出黎曼曲率张量

Rν
µκλ = ∂κΓν

µλ −∂λΓν
µκ +Γν

σκΓσ
µλ −Γν

σλΓσ
µκ (29)

非零分量有

Rϕ
θθϕ = −Rϕ

θϕθ = −1, Rθ
ϕθϕ = −Rθ

ϕϕθ = sin2 θ (30)

4
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给出里奇张量

Rµλ = gνκR
ν
µκλ (31)

非零分量有

Rϕϕ = sin2 θ, Rθθ = 1 (32)

给出曲率标量

R = gµλRµλ = 1+ 1
sin2 θ

sin2 θ = 2 (33)

Exercise 5:

已知：背景时空是二维闵氏时空 ds2 = −dt2 +dx2

求出：所有独立的 Killing 矢量场。
解答如下：

在 {t,x} 坐标系下度规分量与坐标 t,x 都无关，所以 Killing 矢量场必有

ξ a
1 =

(
∂

∂t

)a

(34)

ξ a
2 =

(
∂

∂x

)a

(35)

求解 Killing 方程 
∂tξx +∂xξt = 0
∂xξx = 0
∂tξt = 0.

解出 ξt = −bx+at, ξx = bt+ax，给出 ξa = −x
(

∂
∂t

)
a

+ t
(

∂
∂x

)
a
，所以第三个 Killing 矢量场

为

ξ a
3 = x

(
∂

∂t

)a

+ t

(
∂

∂x

)a

(36)

或取坐标系 x= ψ coshη, t= ψ sinhη 改写线元为 ds2 = dψ2 −ψ2dη2，度规与 η 无关可以得

到同样的 ξ a
3 。
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作业 4 广义相对论

习题 1

对于施瓦西黑洞：

ds2 = −f(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2(dθ2 +sin2 θdϕ2)

其中

f(r) = 1− 2M

r

计算其总质量，并验证对任意给定的视界外的体积 V (r = const)，得到的结果相同。
解：

施瓦西时空是渐近平直时空，其总质量需要利用 Komar 积分：∮
∂V

dSµν∇µξν =
∮

∂V
dSµνgµσ∇σξν =

∮
∂V

dSµνgµσ(∂σξν +Γν
σρξρ) (1)

其中 Killing 矢量场 ξν =
(

∂
∂t

)ν
，故 ∂σξν = 0。下标含 0 的非零克氏符为

Γt
tr = Γt

rt = 1
2f(r)

f ′(r),Γr
tt = 1

2
f(r)f ′(r) (2)

由此积分化简为∮
∂V

dSµνgµσΓν
σρξρ =

∮
∂V

(
dSrtg

rrΓt
rt +dStrgttΓr

tt

)
=
∮

∂V

(
dSrtf(r) 1

2f(r)
f ′(r)+dStr(−f−1(r))1

2
f(r)f ′(r)

)

= 1
2

∮
∂V

(
dSrtf

′(r)−dStrf ′(r)
)

(3)

面元的指标具有反对称性 dStr = −dSrt，则有∮
∂V

dSµν∇µξν = f ′(r)
∮

∂V
S10 = −2M

r2

∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
r2 sinθdθ = −8πM (4)

所以施瓦西黑洞的质量就是 M

MK = − 1
8π

∮
∂V

dSµν∇µξν = M (5)

在计算过程中并未假定时空 V 的范围，所以与对任意给定的视界外的体积均成立。

习题 2

对于 AdS 时空，证明未来类时测地线在有限固有时内无法到达边界 J。（注：考虑静
态坐标系中沿径向运动的粒子）

解：

在 AdS 时空的静态坐标系下，沿径向运动的粒子 dΩ = 0 感受到时空线元为：

ds2 = −(1+ l−2r2)dt2 +(1+ l−2r2)−1dr2 (6)

1
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其中 l 为 AdS 半径。对于类时测地线，切矢 Uµ 满足

UµUµ = gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= −1 (7)

即

−(1+ l−2r2)
(

dt

dτ

)2
+(1+ l−2r2)−1

(
dr

dτ

)2
= −1 (8)

根据梁书定理 4-3-3，有守恒量

E = −gµν

(
∂

∂t

)µ(
∂

∂τ

)ν

= −
[
−(1+ l−2r2)

]( dt

dτ

)
= (1+ l−2r2) dt

dτ
(9)

代入上述方程有 (
dr

dτ

)2
+ l−2r2 = E2 −1 (10)

解得

r(τ) = l
√

E2 −1|tan
(
τ/l

)
|√

1+ [tan
(
τ/l

)
]2

= l
√

E2 −1|sin
(
τ/l

)
| (11)

可以发现固有时 τ 在趋于无穷的时候径向坐标 r 是有界的，即在有限固有时内未来类时测

地线无法到达边界。
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作业 3 广义相对论

习题 1

在闵氏时空附近的物质场对度规作线性扰动

gµν(x) = ηµν +hµν(x)

在坐标变换 xµ −→ x′µ = xµ + ϵµ(x) 下，其中 | ϵµ |≪ 1 且其高阶导数也远小于 1，考虑弱场
近似条件 | hµν |≪ 1 且其高阶导数也远小于 1。
(a) 求出 h′

µν(x′) 和 hµν(x) 之间的变换关系。
(b) 写出黎曼张量 Rµνρσ(x) 与 hµν(x) 的关系式。
(c) 证明 R′

µνρσ(x′) = Rµνρσ(x)。
(d) 写出在 ∂µhµν = 0 的规范下 hµν 的运动方程。

解：

(a) 坐标变换下
g′

µν(x′) = ∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν gρσ(x)

η′
µν +h′

µν(x′) =
(

δρ
µ − ∂ϵρ

∂x′µ

)(
δσ

ν − ∂ϵσ

∂x′ν

)(
ηρσ +hρσ

)
考虑到闵氏度规在这个坐标变换下不变，且 ∂

∂x′ = ∂
∂xµ 近似成立，故忽略二阶及以上小量时

h′
µν(x′) ≃ δρ

µδσ
νhρσ(x)− ∂ϵρ

∂xµ
ηρν − ∂ϵσ

∂xν
ηµσ = hµν(x)−∂µϵν −∂νϵµ

(b) 用度规表示克里斯多菲符号有（忽略二阶及以上小量）

Γv
µλ = 1

2
gνσ

(
gµσ,λ +gλσ,µ −gµλ,σ

)
≃ 1

2
(
ηνσ −hνσ)(hµσ,λ +hλσ,µ −hµλ,σ

)
≃ 1

2
ηνσ

(
hµσ,λ +hλσ,µ −hµλ,σ

)
所以黎曼曲率写为以下形式（后两项为高阶项略去）

Rν
µκλ = ∂κΓν

µλ −∂λΓν
µκ +Γν

σκΓσ
µλ −Γν

σλΓσ
µκ

≃ 1
2

ηνσ
(
hµσ,λκ +hλσ,µκ −hµλ,σκ

)
− 1

2
ηνσ

(
hµσ,κλ +hκσ,µλ −hµκ,σλ

)
= 1

2
ηνσ

(
hλσ,µκ +hµκ,σλ −hµλ,σκ −hκσ,µλ

)

Rνµκλ = gνσRσ
µκλ = 1

2
(ηνσ +hνσ)ησα

(
hλα,µκ +hµκ,αλ −hµλ,ακ −hκα,µλ

)
≃ 1

2
(
hλν,µκ +hµκ,νλ −hµλ,νκ −hκν,µλ

)
即

Rµνρσ = 1
2
(
hµσ,νρ +hνρ,µσ −hνσ,µρ −hµρ,νσ

)

1
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(c)

R′
µνρσ(x′) = 1

2
(
h′

µσ,νρ +h′
νρ,µσ −h′

νσ,µρ −h′
µρ,νσ

)
= 1

2
(
hµσ,νρ +hνρ,µσ −hνσ,µρ −hµρ,νσ

)
+ 1

2
(
−ϵσ,µνρ − ϵµ,σνρ − ϵρ,νµσ − ϵν,ρµσ + ϵσ,νµρ + ϵν,σµρ + ϵρ,µνσ + ϵµ,ρνσ

)
= 1

2
(
hµσ,νρ +hνρ,µσ −hνσ,µρ −hµρ,νσ

)
= Rµνρσ(x)

(d) 里奇张量为

Rβν = ηαµRαβµν = 1
2
(
hµ

ν,βµ +h α
β ,αν −h α

α ,βν −hβν,α
α
)

曲率标量就是

R = ηβνRβν = 1
2
(
hµβ

,βµ +hνα,αν −h α β
α ,β −h β α

β ,α

)
= hµβ

,βµ −h α β
α ,β

约定 h = ηµνhµν，给出爱因斯坦张量

Gµν = Rµν − 1
2

Rgµν

= −1
2
(
□hµν −ηµρhρλ

,λν −ηνρhρλ
,λµ +h,µν +ηµνhαβ

,βα −ηµν□h
)

取定规范为 hµν
,ν = 0 时，线性爱因斯坦方程即度规扰动 hµν 的运动方程为

□hµν +h,µν −ηµν□h = −16πGTµν

习题 2

Rg = 2GM 称为质量为 M 的黑洞的引力半径。若在 ro = 10Rg 处的观察者收到发自

静止于 rs = 5Rg 处的光源发出的光，试求接收到的光的频率与发出时频率的比值。（r 为

径向坐标）

解：

根据黄超光（3.6.6）式，接受到的光频率 νo 与光源发出的光频率 νs 的比值为

ν0
νs

=
(
1−2GM/rs

)1/2(
1−2GM/r0

)1/2 =
(
1−2GM/10GM

)1/2(
1−2GM/20GM

)1/2 = 2
√

2
3

≈ 0.94
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